




















IZOTOPIQESKIE PARY I IH
PREDSTAVLENI. II. OBWI SUPERSLUQA.
D.V.rьev
Izotopiqeskie pary, algebraiqeskie obъekty, posredestvom kotoryh pre-
dstavlets udobnym opisyvatь nekotorye formy negamilьtonova vza-
imodestvi (magnitnogo tipa) gamilьtonovyh sistem na kvantovom urov-
ne, rassmatrivats v maksimalьno obwnosti v ramkah formalizma vek-
torno superalgebry.
V pervo qasti raboty, posvwenno izotopiqeskim param i ih pred-
stavlenim, rassmatrivalisь qisto qetnye izotopiqeskie pary [1]. Od-
nako, kak s teoretiqesko, tak i s prikladno toqek zreni imeet smysl
issledovatь nardu s qisto qetnymi obъektami ih neqetnye i super-
analogi [2]. V danno vtoro qasti izotopiqeskie pary izuqats vo
vse obwnosti.




p(X)p(Y )+p(Y )p(Z)+p(Z)p(W )+p(W )p(X),
gde p(X) = 0, 1 — qetnostь зlementa X.
Opredelenie 1. Para (V1, V2) linenyh superprostranstv Vi = V 0i ⊕ V
1
i
(i = 1, 2) nazyvaets izotopiqesko paro (isotopic pair), esli i tolьko
esli opredeleny dva (qetnyh) otobraжeni m1 : V2 ⊗ V1 ⊗ V1 7→ V1 i
m2 : V1 ⊗ V2⊗ V2 7→ V2 takie, qto operacii (X, Y ) 7→ [X, Y ]U = mi(U,X, Y ) =
AXUYmi(U, Y,X) (i = 1, 2; X, Y ∈ V1, U ∈ V2 ili X, Y ∈ V2, U ∈ V1), nazyvae-
mye izokommutatorami (s izotopiqeskimi зlementami U), udovletvort
toжdestvam
AV Y Z [[X, Y ]U , Z]V +AUZV [X, [Z, Y ]U ]V + AXZU [[Z,X ]U , Y ]V+
BV ZY U [[X, Y ]V , Z]U + [X, [Z, Y ]V ]U +BXZUV [[Z,X ]V , Y ]U = 0
(analogam toжdestva kobi) i soglasovany meжdu sobo:
[X, Y ][U,V ]Z =
1
2(AV Y Z [[X, Y ]U , Z]V + [X, [Z, Y ]V ]U +BXZUV [[Z,X ]V , Y ]U )−
1
2 (BV ZY U [[X, Y ]V , Z]U + AUZV [X, [Z, Y ]U ]V + AXZU [[Z,X ]U , Y ]V )
Typeset by AMS-TEX
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gde X, Y, Z ∈ V1, U, V ∈ V2 ili X, Y, Z ∈ V2, U, V ∈ V1. Para (V1, V2)




i (i = 1, 2) nazyvaets superordano-
vo paro (super–Jordan pair), esli i tolьko esli opredeleny dva (qetnyh)
otobraжeni m1 : V2 ⊗ V1 ⊗ V1 7→ V1 i m2 : V1 ⊗ V2 ⊗ V2 7→ V2 takie, qto op-
eracii (X, Y ) 7→ X ◦
U
Y = mi(U,X, Y ) = AXUYmi(U, Y,X) (i = 1, 2; X, Y ∈ V1,



















gde X, Y, Z ∈ V1, U, V ∈ V2 ili X, Y, Z ∈ V2, U, V ∈ V1. Superalgebra
Li g taka, qto para superprostranstv (g, g) nadelena g–зkvivariantno
strukturo izotopiqesko pary s izokommutatorami, soglasovannymi s
ishodnymi superskobkami Li v g, nazyvaets magnitno superalgebro Li
(magnetic Lie algebra).
Obsudim зto opredelenie.
Vo-pervyh, otmetim, qto dannoe opredelenie izotopiqeskih par vl-
ets bolee obwim po otnoxeni k opredeleni rabot [1,3], v kotoryh
rassmatrivals qisto qetny sluqa.
Vo-vtoryh, opredelenie izotopiqesko pary moжet rassmatrivatьs
kak rezulьtat aksiomatizacii sleduwe konstrukcii: pustь A — as-
sociativna superalgebra, napr. matriqna, V1, V2 — dva linenyh pod-
prostranstva v ne takie, qto V1, V2 zamknuty otnositelьno izokommuta-
torov (X, Y ) 7→ [X, Y ]U = XUY −AXUY Y UX s izotopiqeskimi зlementami
U iz V2, V1, sootvetstvenno. Opredelenie superordanovo pary poluqa-
ets analogiqnym obrazom, esli vmesto izokommutatorov rassmatrivatь
operacii X ◦
U
Y = XUY + AXUY Y UX. Ukazanna konstrukci prosnet
nazvanie ”izotopiqeska para”: v samom dele, izokommutator [X, Y ]U
udovletvoret sootnoxenim Q[X, Y ]Q = [QX,QY ], [X, Y ]QQ = [XQ, Y Q],
inymi slovami, izotopen obyqnomu (super)kommutatoru. Izotopii v
зtom sluqae ne obzatelьno nevyroжdeny (t.e. Q−1 ne vsegda suwestvuet),
no lineny, i zadats pri pomowi levogo ili pravogo umnoжeni v
algebre A: X 7→ QX ili X 7→ XQ. Otmetim, qto obwie izotopii al-
gebr imet bolee sloжny vid, qem ispolьzuemye v danno konstrukcii
[4]. Naprimer, imeet smysl rassmatrivatь takжe nelinenye kvadratiq-
nye izotopii vida X 7→ QXQ (sr.[5]), regulrno voznikawie v teorii
ordanovyh algebr, vypuklyh konusov i simmetriqeskih prostranstv [6].
V-tretьih, esli g – magnitna superalgebra Li, to (g⊕ k, g⊕ k) – izo-
topiqeska para. Naoborot, lba izotopiqeska para (V1, V2) taka, qto
dimV1 = dimV2 = n|m, vlets magnitno superalgebro Li s abelevo
superalgebro Li g = kn|m.
V-qetvertyh, otmetim, qto qetnye superordanovy pary vlts o-
rdanovymi [7], a neqetnye superordanovy pary — antiordanovymi [8].
V-ptyh, esli harakteristika osnovnogo pol bolьxe dvuh, to izo-
topiqeskie pary nadelts strukturo superordanovyh par pri izme-
nenii supergraduirovki na protivopoloжnu, i vice versa. Takim obra-
zom, v зtom sluqae qisto qetnye izotopiqeskie pary otoжdestvlts s
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antiordanovymi parami. Odnako, antiordanovy pary nad polem harak-
teristiki dva predostavlt primer takih par, ne vlwihs izo-
topiqeskimi (sr. zameqani v [1,3]).
Razberem primery izotopiqeskih par.
Vo-pervyh, esli g — superalgebra Li, to para (g, k) nadelets es-
testvenno strukturo izotopiqesko pary. Bolee togo, nekotorye (li-
nenye) puqki superalgebr Li gλ nad polem k (λ ∈ k
n) mogut rassma-
trivatьs kak izotopiqeskie pary (V1, V2), gde V1 ≃ gλ, V2 ≃ k
n, pri
vypolnenii nekotoryh uslovi soglasovani na superkommutatory (♦–
zamknutostь). Qisto qetny g–зkvivariantny sluqa (lievy g–puqki)
izuqals v rabotah [9,par.3; 3,app.A],
Vo-vtoryh, mnogoqislennye primery qetnyh izotopiqeskih (antior-
danovyh) par rassmatrivalisь v rabotah [1,3]. Nekotorye iz nih otveqa-
t magnitnym algebram Li (t.e. qisto qetnym magnitnym superalgebram
Li).
V-tretьih, imeet mesto sleduwa teorema.
Teorema 1A. Suwestvuet ptь beskoneqnyh seri izotopiqeskih par:










(2,3) izotopiqeskie pary osp±(n,m), vlwies podparami izotopiqes-
ko pary gl(n,m), vydelemymi uslovimi: At = −A, Dt = D, Bt = ±C,
Xt = X, W t = −W , Y t = ±Z;
(4) izotopiqeska para q(n), vlwas podparo izotopiqesko pary
gl(n, n), vydelemo uslovimi: A = D, B = C, X =W , Y = Z;
(5) izotopiqeska para osq(n), vlwas podparo izotopiqesko pary
q(n), vydelemo uslovimi: At = A, Bt = −B, Xt = −X, W t =W .
Koneqno жe, utverжdenie teoremy ne ograniqivaet klass izotopiqes-
kih par ptь pereqislennymi serimi. Naprimer, dl lbyh dvuh
зlementov A i B izotopiqesko pary (V1, V2) (A ∈ V1, B ∈ V2) pros-
transtva V †1 = {X ∈ V1 : [A,X ]B = 0} i V
†
2 = {Y ∈ V2 : [B, Y ]X =
0} obrazut izotopiqesku podparu (V †1 , V
†
2 ) pary (V1, V2) (danna kon-
strukci predstavlet interes v kontekste raboty [10]). Qisto qetnye
izotopiqeskie pary ukazannyh seri (a takжe drugie primery) rassma-
trivalisь v rabote [1].
V-qetvertyh, imeets rd netrivialьnyh beskoneqnomernyh izotopi-
qeskih par.
Teorema 1B. Pary (W (n|m), O(n|m)), (K(2n+1|m), O(2n+1|m)), (M(n), O(n|
n+ 1)), (H(2n|m), O(2n|m)), (Le(n), O(n|n)) vlts izotopiqeskimi para-
mi, gde O(n|m) – prostranstvo formalьnyh stepennyh rdov ot n qet-
nyh i m neqetnyh peremennyh, W (n|m), K(2n+1|m), M(n), H(2n|m), Le(n)
— superalgebra Li formalьnyh vektornyh pole, kontaktna i neqetna
kontaktna superalgebry Li, superalgebra konformno–gamilьtonovyh vek-
tornyh pole i ee neqetny analog [11], sootvectvenno.
Pary (Vect(M),O(M)) (Vect(M) ⊕ O(M),O(M)), gde M — proizvolьnoe
supermnogoobrazie, O(M) i Vect(M) — prostranstva funkci i vektornyh
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pole na nem, sootvetstvenno, vlts izotopiqeskimi parami, pri
зtom moжno ograniqitьs kontaktnymi ili konformno–gamilьtonovymi
vektornymi polmi (ispolьzu v sluqae pervo pary otobraжenie pros-
transtva sootvetstvuwih vektornyh pole na prostranstvo differen-
cialьnyh operatorov pervogo pordka, annuliruwih sootvetstvuwu
formu). V qastnosti, izotopiqeskimi parami vlts (K(n),O(S1|n)) i
(K+(n),O(S
1|n
+ )), gde K(n) i K
+(n) (n = 1, 2, 3) — superalgebry Neve–Xvarca
i Ramona (pri n = 1) i ih vysxie analogi, faktorizovannye po centru,
a O(S1|n) i O(S
1|n
+ ) — prostranstva funkci na superokruжnosth S
1|n i
podkruqennyh na rassloenie Mebiusa superokruжnosth S
1|n
+ (smotri [11]).
Bylo by interesno opisatь centralьnye rasxireni beskoneqnomer-
nyh izotopiqeskih par teoremy 1B, a takжe ”izotopiqeskih par tokov”
vida (Map(S1, V1),Map(S
1, V2)) ((V1, V2) – izotopiqeska para), ih mnogo-
mernyh i superobobweni (S1 zamenets na proizvolьnoe supermnogoo-
brazie M).
Kak otmeqalosь vyxe, primery magnitnyh algebr Li soderжats v
rabote [1]. Ukaжem takжe, qto poluprosta algebra Li g vlets mag-
nitno algebro Li s izokommutatorami [X, Y ]U = ±(X,U)Y ∓ (U, Y )X,
gde (·, ·) — bilinena forma Killinga. Magnitno algebre Li sl(2,C)
otveqaet izokvaternionna izotopiqeska para (sm. [1]).
Krome togo, privedem prostu konstrukci, dopuskawu neposred-
stvennoe superobobwenie. A imenno, esli g — algebra Li s invari-
antno simmetriqesko bilineno formo ηαβ i strukturnymi konstan-
tami cγαβ, cαβγ = 1c
δ
αβηγδ, to (g, S







[mαβ , mγ,δ]eζ =cβγζmαδ + cαγζmβδ + cβδζmαγ + cαδζmβγ .
gde {eα}, {mαβ = mβα} — bazisy v g i S
2(g), sootvectvenno. Pri зtom,
(g, S2(g)/S2(g)g) takжe vlets izotopiqesko paro.
2. Predstavleni izotopiqeskih par: opredeleni i primery.
Opredelenie 2. Predstavleniem izotopiqesko pary (V1, V2) v linenom
superprostranstve H nazyvaets para (T1, T2) (qetnyh) otobraжeni Ti :
Vi 7→ End(H) takih, qto
T1([X, Y ]U ) =T1(X)T2(U)T1(Y )−AXUY T1(Y )T2(U)T1(X),
T2([U, V ]X) =T2(U)T1(X)T2(V )−AUXV T2(U)T1(X)T2(V ),
gde X, Y ∈ V1, U, V ∈ V2. Predstavlenie izotopiqesko pary (V1, V2) v
linenom superprostranstve H nazyvaets rasweplennym (split), esli i
tolьko esli H = H1 ⊕H2 i{
(∀X ∈ V1) T1(X)|H2 = 0, T1(X) : H1 7→ H2,
(∀U ∈ V2) T2(U)|H1 = 0, T2(U) : H2 7→ H1.
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Primer 1. Rasweplennye predstavleni so starxim vesom (Highest weight
split representations).





i∈Z V2,i, [V1,i, V1,j]V2,k ⊆ V1,i+j+k, [V2,i, V2,j]V1,k ⊆ V2,i+j+k) i izotopi-
qeska para (V1,0, V2,0) trivialьna, to moжno rassmatrivatь rasweplen-
nye predstavleni pary (V1, V2) so starxim vesom. Prostranstva H1 i
H2 poroжdats starximi (vakuumnymi) vektorami |0〉1 ∈ H1 i |0〉2 ∈ H2
takimi, qto (∀X ∈ V1,0)X |0〉1 = χ1(X)|0〉2, (∀U ∈ V2,0)X |0〉2 = χ2(U)|0〉1, gde
χi ∈ V
∗
i,0, (∀X ∈ V1,−i)X |0〉1 = 0, (∀U ∈ V2,−i)X |0〉2 = 0 (i > 0). Ostalьnye
bazisnye vektory v H1 i H2 imet vid UjXj . . . U1X1|0〉1 ili Uj+1XjUj . . .
X1U1|0〉2 i XjUj . . .X1U1|0〉2 ili Xj+1UjXj . . . U1X1|0〉1, sootvetstvenno, gde
X1, . . .Xj , Xj+1 ∈
⊕
i>0 V1,i, U1, . . . Uj , Uj+1 ∈
⊕
i>0 V2,i.
Primer 2. Inducirovannye rasweplennye predstavleni.
Konstrukci primera 1 neposredstvenno obobwaets, predostavl ana-
logi inducirovannyh predstavleni.




2 ) — ee izotopi-
qeska podpara i T ◦ = (T ◦1 , T
◦




2 ) v prostranstve
H◦ = H◦1 ⊕H
◦
2 . Togda moжno rassmotretь inducirovannoe rasweplennoe










2 ) pary (V1, V2) v prostranstve
H = H1⊕H2, gde H1 — poroжdeno UjXj . . . U1X1|v〉1 i Uj+1XjUj . . .X1U1|v〉2,
v to vrem kak H2 poroжdeno XjUj . . .X1U1|v〉2 i Xj+1UjXj . . . U1X1|v〉1
(X1, . . .Xj, Xj+1 ∈ V1; U1, . . . Uj , Uj+1 ∈ V2; |v〉1 ∈ H
◦
1 , |v〉2 ∈ H
◦
2 ).
Predstavleni so starxim vesom i inducirovannye rasweplennye pre-
dstavleni mogut bytь postroeny dl izotopiqeskih par pti seri teo-
remy 1A. Otmetim takжe, qto moжno rassmatrivatь i konstrukci geo-
metriqeskih predstavleni po analogii s [1].
K soжaleni, avtoru neizvestno, qto sleduet sqitatь (ko)gomologimi
izotopiqeskih par, no зti obъekty, nadleжawim obrazom opredelennye,
nesomnenno dolжny predstavltь interes (sr.[12]).
Predstavleni izotopiqeskih par (g, k), associirovannye s algebrami
Li g, rassmatrivalisь v rabote [3]. Po kaжdomu predstavleni T =
(T1, T2) izotopiqesko pary (g, k) moжet bytь postroeno predstavlenie T0
superalgebry Li g: T0(X) = T2(1)T1(X), 1 ∈ k, X ∈ g. Naoborot, esli
T0 — nekotoroe predstavlenie superalgebry Li g i Q — nevyroжdenny
operator v prostranstve predstavleni, to (T1, T2), gde T1(X) = Q
−1T0(X),
T2(1) = Q (1 ∈ k, X ∈ g), vlets predstavleniem izotopiqesko pary
(g, k). V sluqae vyroжdennogo Q mogut estestvennym obrazom voznikatь i
bolee sloжnye nelievskie algebraiqeskie obъekty, takie kak, naprimer,
”kvadratiqnye” algebry Жelobenko (AZn, BZn, CZn, DZn), Mikelьsona
(S(g, k), Z(g, k)) i ih obobweni (Z(A, k), gde A, naprimer, — kontragredi-
entna associativna algebra Жelobenko) [13], esli Q — t.n. algebrai-
qeski зkstremalьny proektor Axerovo–Smirnova–Tolstogo [14,13].
3. Nekotorye algebraiqeskie obъekty, svzannye s izotopiqeskimi
i superordanovymi parami i magnitnymi superalgebrami. Horoxo
izvestno, po ordanovo pare (V1, V2) v prostranstve V = V1⊕V2 stroits
polrizovanna trona sistema Li [7], a po anti-ordanovo pare (i, v
qastnosti, po qisto qetno izotopiqesko pare) (V1, V2) v prostranstve
V = V1 ⊕ V2 stroits polrizovanna antilieva trona sistema [8].
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V svo oqeredь ukazannym tronym sistemam sopostavlets neko-
tory klass algebr i superalgebr Li.
Analogiqna situaci, okazyvaets, imeet mesto i v obwem super-
sluqae.
Teorema 2A. Pustь (V1, V2) – superordanova para, togda prostranstvo
V = V1 ⊕ V2 nadelets strukturo polrizovanno superlievo trono
sistemy (opredelenie smotri v [15, str.2786]).
Konstrukci polrizovanno superlievo trono sistemy v toqnosti
povtoret analogiqnye konstrukcii v qisto qetnom i neqetnom sluqah.
Tem samym, dokazatelьstvo teoremy svodits k prosto identifikacii
opredelwih sootnoxeni v oboih klassah algebraiqeskih sistem.
Takim obrazom, po kaжdo izotopiqesko pare moжet bytь postroena
polrizovanna superlieva trona sistema. Primery dl qisto qetnogo
sluqa rassmatrivalisь vesьma podrobno v [3].
Budem nazyvatь Z2–graduirovannu superalgebru Li g = g0 ⊕ g1 po-
lrizovanno, esli linenoe prostranstvo g1 dopuskaet razloжenie g1 =
g+1 ⊕g
−
1 takoe, qto (1) g
±









0. Celesoobrazno rassmatrivatь dopolnitelьnu Z2–graduirovku kak
”podkruqivanie” ishodno supergraduirovki, t.e. snabжatь g1 protivo-
poloжno qetnostь.
Teorema 2B. Kaжdo izotopiqesko pare (V1, V2) sopostavlets polri-





taka, qto g+1 = V1 g
−
1 = V2.
Konstrukci kopiruet qisto qetny sluqa, podrobno prokommentiro-
vanny i proillstrirovanny na primerah v rabote [3]. Podqerknem,
qto esli v pervo qasti teoremy 2 estestvenno rassmatrivatь superor-
danovy pary, to vo vtoro — izotopiqeskie.
Magnitnye poluprostye superalgebry Li g odnoznaqno opredelts
nulevo komponento gˆ0 sootvetstvuwe e po teoreme 2B superalgebry
Li gˆ, monomorfizmom g ⊕ g 7→ gˆ0 i razloжeniem gˆ0 = (g ⊕ g) ⊕ w, gde w –
podalgebra v gˆ0, poroжdenna izokommutatorami. Podobnye razloжeni
igrat vaжnu rolь v formalizme klassiqesko r–matricy [16].
Teorema 3A. V prostranstve rasweplennogo predstavleni izotopiqes-
ko pary (V1, V2) realizuets predstavlenie sootvetstvuwe polrizo-
vanno Z2–graduirovanno superalgebry Li.
Qisto qetny analog зto teoremy priveden v [3].
Teorema 3B. Pustь (V1, V2) — nekotora izotopiqeska para s reduktiv-
no sootvetstvuwe superalgebro Li g, p — paraboliqeska podalgebra
v g (sr. [17]) taka, qto dim(g1/(g1 ∩ p) = (0|1), χ — harakter p, togda v
prostranstve predstavleni Indgp χ superalgebry Li g, inducirovannogo s
haraktera χ podalgebry p, realizuets rasweplennoe predstavlenie izoto-
piqesko pary (V1, V2).
V sluqae izokvaternionno pary (otveqawe magnitno algebre Li
sl(2,C)) koneqnomernye podpredstavleni inducirovannyh predstavleni
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opisyvat vnutrenn sverhtonku magnitnu strukturu svzannyh so-
stoni dvuh qastic so spinom. V qastnosti, qetyrehmernoe rasweplen-
noe predstavlenie so starxim vesom (1/2, 1/2) (fundamentalьnoe pred-
stavlenie izokvaternionno pary) sootvetstvuet pare svzannyh qastic
spina 1/2 (sm. napr. [18]). Krome togo, te жe dannye harakterizut vnu-
trenn sverhtonku strukturu skalrno–tenzornogo vzaimodestvi
nuklonov v nuklon–nuklonnyh parah, vzaimodestvi nuklon–nuklonnyh
par, pozitroniev ili kuperovskih par meжdu sobo, a takжe nekotoryh
form negamilьtonova vzaimodestvi kvantovyh vihre v sverhprovod-
nikah ili kvantovyh жidkosth. V silu зtogo predstavlet interes ob-
wa zadaqa izuqeni spektra ograniqeni neprivodimyh predstavleni
izotopiqeskih par (g ⊕ k, g ⊕ k) (g — magnitna superalgebra Li) i
sootvetstvuwih Z2–graduirovannyh polrizovannyh superalgebr Li gˆ
na superalgebru Li g⊕g ⊆ gˆ0 i pravil superotbora (sm. napr. [19]). Dan-
na zadaqa imeet smysl i dl beskoneqnomernyh izotopiqeskih par (pe-
reqislennyh v teoreme 2B i ”izotopiqeskih par tokov”) vvidu vozmoжnyh
priloжeni k teorii (super)strun (fenomenologi qastic i spontannoe
naruxenie simmetrii) i strunnopodobnyh kvantovyh obъektov.
4. Nekotorye zameqani. Izotopiqeskie pary (a takжe magnitnye al-
gebry Li) vlts prosteximi algebraiqeskimi obъektami, opisy-
vawimi nepotencialьnoe vzaimodestvie gamilьtonovyh sistem. Bolee
obwie struktury — I–pary [5], v kotoryh vzaimodestvie ne obzatelьno
lineno, a takжe obwih nelinenyh kvantovyh (ili klassiqeskih) skobok
(sr. napr. [20,21]), zaviswih ot sostoni vozdestvuwih sistem.
Podobnye obъekty mogut vstreqatьs, naprimer, pri izuqenii negamilьtonova
vzaimedestvi (magnitnogo tipa) kvantovyh solitonov [22] ili vzaimodestvi
(super)strunnyh i strunnopodobnyh obъektov (naprimer, kvantovyh vihre).
Odnako, korrektna postanovka prmo zadaqi teorii predstavleni v
зtom sluqae avtoru neizvestna.
Vaжno nerexenno problemo vlets globalizaci konstrukcii izo-
topiqeskih par, t.e. postroenie globalьnyh algebraiqeskih obъektov,
infinitezimalьnye versii kotoryh predstavlt sobo izotopiqeskie
pary, a takжe razrabotka analoga teorii li dl nih. Qastnye sluqai,
svzannye s prostewimi r–matriqnymi izotopiqeskimi parami (r–mat-
riqnymi magnitnymi algebrami Li), pozvolt predpoloжitь naliqie
svzi meжdu ukazannym sжetom i teorie kvantovyh grupp [23] i kvan-
tovyh τ–funkci [24].
Po-vidimomu, geometriqeskie izotopiqeskie pary mogut igratь opre-
delennu rolь takжe v formalizme asimptotiqeskogo kvantovani [20].
Neobhodimo takжe otmetitь vozmoжnye priloжeni izotopiqeskih par
k metodu obratno zadaqi rasseni v teorii nelinenyh differenci-
alьnyh uravneni s qastnymi proizvodnymi [25] (sm. takжe v [26] iz-
loжenie dl sistem nelinenyh obyknovennyh differencialьnyh urav-
neni) putem postroeni (sr.[27]) associirovannyh s izotopiqeskimi pa-
rami analogov izospektralьnyh deformaci (predstavleni Laksa).
Izotopiqeskie pary kak algebraiqeski apparat opisani sistem (kak
koneqnyh, tak i beskoneqnyh cepoqek) nekanoniqski vzaimodestvuwih
obъektov [27] mogut bytь ispolьzovany dl opisani struktury i vyvle-
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ni skrytyh simmetri spektrov kvantovyh sistem (naprimer, izotopi-
qeska para nekanoniqeski sparennyh oscilltorov [1,3,27] — spektrov
oscilltornogo tipa [28]). Pri зtom suwestvennu rolь dolжny igratь
obъekty bolee sloжnogo kombinatornogo tipa, qem opisannye vyxe pred-
stavleni izotopiqeskih par, takie kak, naprimer, graf–predstavleni,
t.e. sovokupnosti otobraжeni {Tα1 , α = 1, . . .N1;T
β
1 , β = 1, . . .N2;T
α
1 : V1 7→
End(H), T β2 : V2 7→ End(H) takih, qto
































gde X, Y ∈ V1, U, V ∈ V2, P i Q — dve matricy N1 ×N2.
Naliqie podobnyh kombinatorno–netrivialьnyh vysxih analogov
predstavleni vlets otliqitelьno i specifiqesko po sravneni s
obyqnymi algebrami qerto algebraiqeskih par.
References
[1] rьev D.V.// TMF. 1995. T.105. S.000-000 [English electronic version (Texas Elec-
tronic Archive on Math. Phys.): mp arc/94-267 (1994)].
[2] Berezin F.A., Vvedenie v algebru i analiz ot kommutiruwih i antikom-
mutiruwih peremennyh. M., Nauka, 1983; Letes D.A.// UMN. 1980. T.35,
vyp.1. S.3-57; Manin .I., Kalibrovoqnye pol i kompleksna geometri. M.,
Nauka, 1984; Ogievecki V.I., Sokaqev E.S. / Matem. analiz 22. M., VINITI,
1984, S.137-174; Rosly A.A., Hudaverdn O.M., Xvarc A.S. / Sovrem. probl.
matem. Fundam. napravleni 9, M., VINITI, 1986, S.247-284.
[3] Juriev D., Classical and quantum dynamics of noncanonically coupled oscillators and Lie
superalgebras / E–print (SISSA Electronic Archive on Funct. Anal.): funct-an/9409003
(1994), Russian J. Math. Phys. [to appear]; On the dynamics of noncanonically coupled
oscillators and its hidden superstructure / Preprint ESI 167 (1994) and e–print (LANL
Electronic Archive on Solv. Integr. Systems): solv-int/9503003 (1995).
[4] Kurox A.G., Obwa algebra. M., 1974.
[5] Juriev D., On the nonHamiltonian interaction of two rotators / E–print (MSRI Electronic
Archive on Diff. Geom. and Global Anal.): dg-ga/9409004 (1994) and Report RCMPI/95-
01 (1995).
[6] Koecher M., Jordan algebras and their appliactions, 1962; Jacobson N., Structure and
representations of Jordan algebras, Providence, 1968; Koecher M., An elementary ap-
proach to bounded symmetric domains, Houston, 1969; Loos O., Simmetriqeskie
prostranstva, M., Nauka, 1985.
[7] Loos O., Jordan pairs. Springer–Verlag, 1975; Kuzьmin E.N., Xestakov I.P./ Sov-
rem. probl. matem. Fundam. napravleni 57. M., VINITI, 1992.
[8] Faulkner J.R., Ferrar J.C.// Commun. Alg. 1980. V.8. P.993-1013.
[9] Juriev D., Topics in hidden symmetries / E–print (LANL Electronic Archive on High
Energy Phys.): hep-th/9405050 (1994).
[10] rьev D.V., Harakteristiki par operatorov, gibridy Li, skobki Puassona i
nelinena geometriqeska algebra / E–print (SISSA Electronic Archive on Funct.
Anal.): funct-an/9411007 (1994) and Report RCMPI/95-02 (1995).
8
[11] Letes D.A. / Sovrem. probl. matem. Novexie dostiжeni 25, M., VINITI,
1984, S.3-50.
[12] Gixarde A., Kogomologii topologiqeskih grupp i algebr Li. M., Mir, 1984;
Fuks D.B., Kogomologii beskoneqnomernyh algebr Li. M., Nauka, 1984.
[13] Жelobenko D.P.// UMN. 1962. T.17, vyp.1. S.27-120; Mickelsson J.// Rep. Math.
Phys. 1973. V.4. P.303-318, 1980. V.18. P.197-210; Homberg A.// Invent. Math. 1975.
V.37. P.42-47; Жelobenko D.P.// Izv. AN SSSR, ser. matem. 1988. T.52. S.758-
773; Zhelobenko D.P.// J. Group Theory in Phys. 1993. V.1. P.201-233; Жelobenko
D.P., Predstavleni reduktivnyh algebr Li. M., Nauka, 1994.
[14] Axerova R.M., Smirnov .F., Tolsto V.N.// TMF. 1971. T.8. S.255-271; Ma-
tem. zametki 1979. T.26. S.15-26; Tolsto V.N.// Teoretiko–gruppovye metody
v fizike. 1986. T.2. S.46-54.
[15] Okubo S.// J. Math. Phys. 1994. V.35. P.2785-2803.
[16] Semenov–Tn–Xanski M.A.// Funkc. anal. i ego priloж. 1983. T.13, vyp.4.
S.17-33.
[17] Жelobenko D.P., Xtern A.I., Predstavleni grupp Li. M., Nauka, 1983.
[18] Bogolbov N.N., Tolmaqev V.V., Xirkov D.V., Novy metod v teorii sverh-
provodimosti. Izd-vo AN SSSR, 1958.
[19] Barut A., Ronqka R., Teori predstavleni grupp i ee priloжeni. M., Mir,
1980.
[20] Karasev M.V., Maslov V.P., Nelinenye skobki Puassona. Geometri i kvanto-
vanie. M., Nauka, 1991.
[21] Nazaikinskii V., Sternin B., Shatalov V., Methods of noncommutative analysis: theory
and applications. Walter de Gruyter Inc., 1995.
[22] Faddeev L.D., Korepin V.E.// TMF. 1975. T.25. S.147-163; Faddeev L.D., Korepin
V.E.// Phys. Rep. C. 1978. V.42, no.1.
[23] Drinfelьd V.G.// Zap. nauqn. semin. LOMI. 1986. T.155. S.18-49; Rexetihin
N.., Tahtadжn L.A., Faddeev L.D. // Algebra i anal. 1989. T.1. S.178-206.
[24] Gerasimov A., Khoroshkin S., Lebedev D., Morozov A., Generalized Hirota equations
and representation theory. I. The case of SL(2) and SLq(2) / E–print (LANL Electronic
Archive on High Energy Phys.): hep-th/9405011 (1994); Mironov A., Quantum defor-
mations of τ–functions, bilinear identities and representation theory / E–print (LANL
Electronic Archive on High Energy Phys.): hep-th/9409190 (1994); Kharchev S., Mironov
A., Morozov A., Non–standard KP evolution and quantum τ–functions / E–print (Duke
Univ. Electronic Archive on Q-Alg): q-alg/9501013 (1995).
[25] Lax P.// Commun. Pure Appl. Math. 1968. V.21. P.467-490; Moser J.// Adv. Math. 1975.
V.16. P.197-220; Zaharov V.E., Xabat A.B.// Funkc. anal. i ego priloж. 1974.
T.8, vyp.3. S.43-53, 1979. T.13, vyp.3. S.13-22; Dubrovin B.A., Matveev V.B.,
Novikov S.P.// UMN. 1976. T.31, vyp.1. S.55-136; Zaharov V.E., Manakov S.V.,
Novikov S.P., Pitaevski L.P., Teori solitonov. Metod obratno zadaqi.
M., Nauka, 1980.
[26] Perelomov A.M., Integriruemye sistemy klassiqesko mehaniki i algebry
Li. M., Nauka, 1990.
[27] Juriev D.// Russian J. Math. Phys. 1995. V.3. no.4 [e–print version (LANL Electronic
Archive on Solv. Integr. Systems): solv-int/9505001 (1995)].
[28] Veselov A.P., Xabat A.B.// Funkcion. anal. i ego priloж. 1993. T.27, vyp.2.
S.1-21.
CMFI ”Talassa Зteri”
E-mail address: denis@juriev.msk.ru
9
